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多重分形模型及其在金融风险管理中的应用述评
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　　摘要：金融市场的实证研究显示，金融数据除了尖峰厚尾、波动率集聚等特点，还具有多重分形 特 征。目
前风险建模中普遍采用的ＧＡＲＣＨ族模型 不 能 反 映 这 一 特 征，容 易 导 致 估 计 偏 差。多 重 分 形 模 型 能 够 更 好
地拟合金融时间序列，但在中国金融 问 题 研 究 中 的 应 用 较 少。首 先 回 顾 了 应 用 较 广 的 资 产 收 益 多 重 分 形 模
型、马尔科夫转换多重分形模型和多重分形随机游走模型，从理论和实证角度讨论模型在金融风险管理方面
的研究优势以及建模过程中存在的不足之处，然后分别介绍其在金融风险研究领域的应用进展，最后指出三
种模型可能的拓展方法和未来在金融风险管理中的应用方向。
关键词：多重分形；金融风险；资产收益；波动；随机游走
中图分类号：Ｆ８３０．９　　　文献标志码：Ａ　　　文章编号：１００７－３１１６（２０１９）０３－００５０－０５
一、引 言
分形理论的基本思想最早可以追溯到１７世纪数
学 中 的 递 归 方 法，Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔｓ首 先 提 出 分 形
（Ｆｒａｃｔａｌ）一词，并开创了分形几何学。自相似性是分
形的主要特征，Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ在１９６３年发现棉花价格
分布具有强自相似性，后来的研究表明金融时间序列
普遍具有分形特征，数据分布形式不随时间标度（日、
周、月等）变化，他因此认为金融的核心是分形。在分
形理论基础上，Ｐｅｔｅｒｓ提出分形市场假说［１］４４－５０，该假
说强调市场流动性、市场信息和投资期限对投资者行
为的影响，很好地解释了有效市场假说无法说明的市
场现象，是对有效市场假说的修正与拓展。
随着经济 物 理 学（Ｅｃｏｎｏｐｈｙｓｉｃｓ）的 发 展，分 形
在经济、金融领域得到越来越广泛的应用。当前，金
融时间序列具有多重分形特征已成为普遍认可的事
实，来自股票、汇率和期货市场的实证分析结果都表
明，金融资产收益分布除了尖峰厚尾、波动率集聚、
长记忆性等特点，价格改变还随时间标度呈现不规
则变化，即具有多重分形特征，多重分形模型能够比
ＧＡＲＣＨ族模型更好地 拟 合 金 融 数 据。近 几 年，多
重分形模型逐渐被应用于金融风险管理。鉴于国内
的风险研究仍主要建立在ＧＡＲＣＨ族模型基础上，
多重分形性质和模型没有得到应有的重视，本文回
顾了三种多重分形模型，介绍了其研究优势以及在
金融风险管理中的最新应用情况。以期能为金融风
险管理者和相关领域的研究人员提供有益参考。
二、分形基本理论与多重分形模型
（一）分形
分形是一种具有自相似性质的几何形状，局部与
整体有相同或相似的形状。对于随机过程｛Ｘ（ｔ）｝Ｔｔ＝１，
ｃ是 非零常数，如果Ｘ（ｃｔ）＝ｃｈＸ（ｔ）成立，称Ｘ（ｔ）为
分形。当ｈ是常数时，Ｘ（ｔ）是单分形；当ｈ随ｃ变化，即
Ｘ（ｃｔ）＝ｃｈ（ｃ）Ｘ（ｔ）时，称为多重分形。从矩角度来看，
如果具有平稳增量的｛Ｘ（ｔ）｝Ｔｔ＝１ 满足
Ｅ（｜Ｘ（ｔ）｜ｑ）～ｃ（ｑ）ｔτ（ｑ）＋１ （１）
则Ｘ（ｔ）是多重分形，ｑ是整数，τ（·）称为标度指数，
τ（０）＝－１。多重分形能够反映随机过程中不同强度
的波动，波动的权重随ｑ的增大而增大。多重分形的
分析方法主要有四种，分别是矩方法、柱形图方法、
多重分形去趋势波动分析（ＭＦＤＦＡ）和小波变换模
极大值（ＷＴＭＭ）方法［２］。
（二）多重分形模型
目前应用较广泛的多重分形模型主要有：资产
收益多重分形模型、马尔科夫转换多重分形模型和
０５
多重分形随机游走模型。
１．资产收益多重分形模型
Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ等 提 出 资 产 收 益 多 重 分 形 模 型
（Ｍｕｌｔｉｆｒａｃｔａｌ　Ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　Ａｓｓｅｔ　Ｒｅｔｕｒｎｓ，ＭＭＡＲ）［３］，
ＭＭＡＲ模型由分数布朗运动与多重分形测度复合
而成。对 于 资 产 对 数 收 益 率 序 列｛ｒ（ｔ）｝Ｔｔ＝１，假 设
ｒ（ｔ）＝ＢＨ［ｕ（ｔ）］，ＢＨ（·）是分数布朗运动，ｕ（·）是
交易时间或时间变形，通常假设ＢＨ 和ｕ相互独立。
分数布朗运动能够刻画金融数据的长记忆性，时间
变形是具有连续、非递减路径和平稳增量的多重分
形过程，是 通 过 乘 法 级 联（Ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅ　Ｃａｓｃａｄｅ）
构建的多重 分 形 测 度，所 以 ＭＭＡＲ模 型 是 通 过 时
间变形来反映资产收益率序列多重分形特征的。
２．马尔科夫转换多重分形模型
马尔 科 夫 转 换 多 重 分 形（Ｍａｒｋｏｖ－Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ
Ｍｕｌｔｉｆｒａｃｔａｌ，ＭＳＭ）模 型 由 Ｃａｌｖｅｔ和 Ｆｉｓｈｅｒ提
出［４］。资产收益率ｒ（ｔ）＝σｔεｔ，εｔ ～Ｎ（０，１），ＭＳＭ
模型将方差表示为多个分量乘积的形式，每个分量
都服从 一 阶 马 尔 科 夫 过 程。假 设 方 差 有ｋ个 分 量
Ｍ１，ｔ，Ｍ２，ｔ，…，Ｍｋ，ｔ
σ２ｔ ＝σ２∏
ｋ
ｋ＝１
Ｍｋ，ｔ （２）
ｋ≥１，σ是无条件标准差。Ｍｋ，ｔ服从二项分布，ｋ＝１，
２，…，ｋ，取 值 于｛ｍ０，ｍ０｝，ｍ０ 是 波 动 分 量 能 够 取 得
的高值，１≤ｍ０≤２，ｍ１＝２－ｍ０。Ｍｋ，ｔ 发生状态转
变的概率为γｋ，即
γｋ ＝１－（１－γｋ）ｂ
ｋ－ｋ （３）
状态转移概率矩阵Ａ＝ ａｉ｛ ｝ｊ ｄｉ，ｊ＝１，其中
ａｉｊ ＝Ｐｒ（Ｍｔ＋１ ＝ｓｊ｜Ｍｔ ＝ｓｉ）
＝∏
ｋ
ｋ＝１
［（１－γｋ）１｛ｍｉｋ＝ｍｊｋ｝＋γｋ×Ｐｒ（Ｍ＝ｍ
ｊ
ｋ）］
（４）
其中，１是 示 性 函 数；ｓ１，ｓ２，…，ｓｄ 是 不 可 观 测 的 状
态；γｋ∈（０，１）；ｂ∈［１，!），通常取为２，用来反映不
同波动分量状态转移概率之间的联系；分量的波动
周期为１／（１－γｋ）＝ （１－γｋ）ｂ
ｋ－ｋ，ｋ越大，波动周期
越长。当ｋ＝１时，式（３）对应于常见的两状态马尔
科夫区域转换过程，而式（４）的这种多 分 量 乘 法 结
构能够实现波动率在多个状态之间的转换，并且有
助于区分金融时间序列不同周期的波动。
３．多重分形随机游走模型
Ｂａｃｒｙ等将随机方差引入高斯过程构建了多重
分形随机游走（ＭＲＷ）模型［５］。假设Ｘ（ｔ）是具有平
稳增量的随机过程，将Ｘ（ｔ）定义为平稳过程ωｌ（ｔ）
的弱极限：
Ｘ（ｔ）＝ｌｉｍ
ｌ→０＋∫
ｔ
０
ｅωｌ（ｕ）ｄＢ（ｕ） （５）
其中ｄＢ（ｕ）是均值为零、方差为σ２ 的白噪声过程。
ωｌ（ｔ）的均值和自协方差函数分别为：
Ｅ［ωｌ（ｔ）］＝－λ２（ｌｎ（Ｔ／ｌ））＋１） （６）
γωｌ（ｈ）＝
λ２（ｌｎ（Ｔ／ｌ））＋１－ｈ／ｌ），０≤ｈ＜ｌ
λ２（ｌｎ（Ｔ／ｌ）），ｌ≤ｈ＜Ｔ
０，ｈ≥
烅
烄
烆 Ｔ
（７）
其中λ２ ＜ １２
。Ｘ（ｔ）的多重分形随机游走增量为
ΔτＸ（ｔ）＝ｌｉｍ
ｌ→０＋∫
ｔ
ｔ－τ
ｅωｌ（ｕ）ｄＢ（ｕ） （８）
ＭＲＷ模型包括三个参数，分 别 是 描 述 相 关 性
强度的间歇系数λ２，对数去相关标度ｌｎ（Ｔ）和对数
标准误ｌｎ（σ），它们捕捉了资产收益与抽样时间间隔
的关系。
三、多重分形模型在风险管理中的应用
风险管理是金融工作的核心，多重分形模型为
金融市场风险的度量和预测提供了新工具。目前多
重分形模型主要用于市场风险在险值（ＶａＲ）指标的
模拟、估计和预测。
由于资产收益波动本身就是风险的一种表现，
因此 与 其 他 两 个 模 型 相 比，ＭＳＭ 模 型 在 风 险 研 究
方 面 的 应 用 较 多。Ｃａｌｖｅｔ和 Ｆｉｓｈｅｒ利 用 模 拟 的
ＭＳＭ模型 估 算 美 元 兑 澳 元 汇 率 的 在 险 值［６］；Ｌｕｘ
等对 ＷＴＩ原油价格日数据的分析发现，ＭＳＭ 模型
在ＶａＲ预测方面优于ＧＡＲＣＨ模型［７］。为捕捉资
产收益之间的相关性，Ｍａｌｏ、Ｍａｗｕｌｉ和 Ｍａｒｋ分 别
将Ｃｏｐｕｌａ函数与 ＭＳＭ 模型结合，前者在拟合电价
现货和期货数据的基础上估计了投资组合的条件在
险值（ＣＶａＲ），后 者 提 出 一 种 投 资 组 合 市 场 风 险 预
测 方 法，通 过 与 Ｃｏｐｕｌａ－ＧＡＲＣＨ、ＣＣＣ－ＧＡＲＣＨ、
ＲｉｓｋＭｅｔｒｉｃｓ等方法的对比分析，认为Ｃｏｐｕｌａ－ＭＳＭ
能更准确地预 测 ＶａＲ，且 结 果 更 加 稳 健［８－９］。为刻
画资产收益尾部特征，特别是肥尾的时变性，Ｈｅｒｒｅｒａ
等在 ＭＳＭ模型中引入ＰＯＴ（Ｐｅａｋｓ－Ｏｖｅｒ－Ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ）
方法，利用６种商品期货价格日数据的实证分析结
果显 示，ＭＳＭ－ＰＯＴ模 型 能 够 比 ＧＡＲＣＨ－ＥＶＴ方
法更准确地预测ＶａＲ［１０］。
基 于 资 产 价 格 和 收 益 率 多 重 分 形 特 征 的
ＭＭＡＲ模型主要被应用于ＶａＲ预测。Ｂａｔｔｅｎ等使
１５
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用调整的 ＭＭＡＲ模型和５分钟高频数据预测欧元
兑美元汇率市场风险，１％ＶａＲ向前１２小时和一天
的 样 本 外 预 测 准 确 率 高 于 历 史 模 拟 ＶａＲ 和
ＧＡＲＣＨ（１，１）模 型 基 础 上 的 ＶａＲ［１１］；Ｌｅｅ等 在
ＭＭＡＲ模型基础上建立一种参数ＶａＲ，利用韩国、
美国股票市场指数和美元兑韩元汇率日数据的实证
结果表明，这种ＶａＲ比历史模拟 ＶａＲ、正态分布和
ｔ分布 假 定 下 的 ＶａＲ、ＧＡＲＣＨ 模 型 基 础 上 定 义 的
ＶａＲ更准确地预测了金融市场风险［１２］。
与 ＭＭＡＲ和 ＭＳＭ模型相比，ＭＲＷ模型目前
在风险管理中的应用较 少。Ｂａｃｒｙ等 比 较 了 ＭＲＷ
与ＧＡＲＣＨ（１，１）模型预测汇率市场风险的能力，利
用加元、日元、瑞士法郎和英镑四种汇率日数据的分
析结果 表 明，ＭＲＷ 模 型 对０．５％～１０％ＶａＲ的 预
测效果都好于ＧＡＲＣＨ（１，１）模型［１３］；Ｂａｃｒｙ等认为
对数正态 ＭＲＷ 模 型 在 预 测 股 指 和 汇 率 风 险 方 面
优于ＧＡＲＣＨ和ｔＧＡＲＣＨ模型［１４］。
金融市场是复杂的动态系统，受到冲击后一些在
正常条件下隐藏的风险可能显现。多重分形能够反映
金融系统的复杂性，而普遍认为危机发生时系统复杂
性增加，因此理论上可利用多重分形模型分析资产收
益或波动的多标度行为来对金融危机进行早期预警。
四、多重分形模型的研究优势与不足
金 融 市 场 运 行 受 内 部 因 素 和 外 部 因 素 共 同 作
用，但影响机制尚不明晰，金融时间序列的多重分形
特征有助于揭示金融市场复杂性和动态变化情况。
ＭＭＡＲ模型是由分数布朗运动复合时间的多重分
形变形，分数布朗运动可以反映金融数据分布上的
长记 忆 性。与 同 样 可 以 体 现 时 间 序 列 长 记 忆 的
ＧＡＲＣＨ（ＦＩＧＡＲＣＨ）模 型 相 比，ＭＭＡＲ模 型 能 更
有 效 地 刻 画 数 据 的 标 度 性 质，并 且 解 决 了
ＦＩＧＡＲＣＨ模 型 的 无 穷 维 ＡＲＣＨ 参 数 和 标 度 不 一
致问题；与 ＧＡＲＣＨ 族 模 型、几 何 布 朗 运 动 等 方 法
的模拟比较，以及利用汇率数据的实证研究结果都
说明 ＭＭＡＲ 模 型 能 更 好 地 体 现 金 融 数 据 特 征。
Ｇüｎａｙ利用４个新兴市场（克罗地亚、希腊、波兰和
土耳其）股票指数收益日数据将４个ＧＡＲＣＨ模型
（ＧＡＲＣＨ、ＥＧＡＲＣＨ、ＦＩＧＡＲＣＨ、ＭＲＳ－ＧＡＲＣＨ）
和ＭＭＡＲ模型进行比较分析，结论表明ＭＭＡＲ模
型拟合数据的偏差最小［１５］。
ＭＳＭ模型侧 重 反 映 金 融 时 间 序 列 的 波 动，设
定形式允许波动率在多个状态分量之间转换，比通
常的马尔科夫转换过程更灵活。Ｃａｌｖｅｔ等将 ＭＳＭ
模型与 ＧＡＲＣＨ、ＭＳＧＡＲＣＨ 模 型 进 行 比 较，认 为
ＭＳＭ模型能更好地刻画金融时间序列特征［６］；Ｌｉｕ
和Ｌｕｘ利用股票指数、汇率和美国国债固定利率债
券组 合 数 据 的 分 析 发 现，二 元 ＭＳＭ 模 型 比 二 元
ＤＣＣ－ＧＡＲＣＨ模型有更强的预测能力［１６］；Ｂｅｎ等利
用全球道琼斯伊斯兰市场世界指数日数据的实证分
析认为，ＭＳＭ 模型比ＦＩＧＡＲＣＨ 和ＦＩＴＶＧＡＲＣＨ
模型拟合数据的能力更强［１７］。
ＭＲＷ 与 ＭＭＡＲ 模 型 具 有 一 定 联 系，根 据
Ｍｕｚｙ和Ｂａｃｒｙ、Ｂａｃｒｙ和 Ｍｕｚｙ的研究，ＭＲＷ 模型
设定中的连续时间可以看作对数正态多重分形测度
中布朗运动的时间变形，因此 ＭＲＷ 模型可以改写
成与 ＭＭＡＲ模 型 类 似 的 表 达 形 式［１８－１９］。Ｄｕｃｈｏｎ
和Ｒｏｂｅｒｔ从理论上推导出 ＭＲＷ 模型基础上波动
率 预 测 和 期 权 定 价 的 解 析 式［２０］；Ｋｕｔｅｒｇｉｎ 和
Ｆｉｌｉｍｉｎｏｖ（２０１５）认 为 ＭＲＷ 模 型 是 唯 一 具 有 多 重
分形性质和高斯无穷小增量的连续随机平稳过程，
能够刻画数 据 分 布 上 的 厚 尾、波 动 率 集 聚、长 记 忆
性、多重分形等６个特点，并且通过 Ｍｏｎｔｅ－Ｃａｒｌｏ模
拟可将 ＭＲＷ 模型应用于期权定价。
多 重 分 形 模 型 的 问 题 主 要 体 现 在 建 模 难 度 较
大，算法选取没有明确标准以及估计方法的复杂性
等方面。ＭＭＡＲ模型的时间变形是通过乘法级联
得到的多重分形测度，根据生成方式不同，主要有对
数正 态 连 续 级 联、二 项 和Ｐｏｉｓｏｎ分 布 级 联 三 种 形
式，但关于它们各自的适用范围和选取标准还没有
一致性的结论。ＭＳＭ 模型中波动分量个数不超过
５时可以采用最大似然估计法，但当分量个数超 过
５时，由于转移 矩 阵 维 数 过 高 需 要 采 用 其 它 方 法 才
能进行估 计，比 如 粒 子 滤（Ｐａｒｔｉｃｌｅ　ｆｉｌｔｅｒ）方 法。一
些多重分形随机过程都与 ＭＲＷ 模型有联系，这一
方面增加了随机游走模型理论上的复杂性，另一方
面在特定情况下可以用更易估计的模型来代替随机
游走模型，从而使得 ＭＲＷ模型的应用偏少。
五、总结与展望
金融时间序列的分形特征说明资本市场复杂、
无规律变化的表象下一些行为是有规律可循的。本
文对当前应用较广泛的三种多重分形模型特点及其
在金融风险领域的应用现状进行了综述，发现实证
研究中风险指标是否考虑数据的多重分形特征对于
风险预测结果具有显著影响，基于多重分形模型的
风险指标估计、风险预测比基于ＧＡＲＣＨ族模型的
结果更准确。多重分形模型在金融风险研究中的应
２５
统计与信息论坛
用还处于深入发展阶段，我们认为未来可以从以下
几方面进行尝试与探索：
１．ＭＭＡＲ模型通过将分数布朗运动与时间变
形复合来反映金融数据分布的长记忆和多重分形，
但分数布朗运动捕捉肥尾的能力相对较弱，未来可
以考虑将 ＭＭＡＲ模 型 与 刻 画 尾 部 极 端 变 化 的 方
法，比如ＰＯＴ方法相结合。
２．将 ＭＳＭ模型与体现多变量之间相关性的方
法结 合 也 是 一 个 发 展 方 向，可 以 在 现 有 的Ｃｏｐｕｌａ－
ＭＳＭ 模 型 基 础 上 继 续 进 行 拓 展；ＭＲＷ 模 型 在 风
险管理上 的 应 用 较 少，能 否 将 其 他 两 个 模 型 下 的
ＶａＲ研究方法推广 到 ＭＲＷ 模 型 也 是 值 得 讨 论 的
问题。
３．目前多重分形模型主要用于分析资产收益市
场风险指标ＶａＲ，有研究 用 ＭＭＡＲ模 型 分 析 投 资
组合的风险，最近 ＭＳＭ 模 型 也 被 用 来 预 测 投 资 组
合市场风险，未来可以尝试将多重分形模型应用于
资产配置和投资组合风险的估计与预测。
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【统计应用研究】
基于尾部风险关联网络的
中国金融机构间风险溢出效应研究
叶　莉，王远哲，陈勇勇
（河北工业大学 经济管理学院，天津３００４０１）
　　摘要：基于尾部风险溢出思想，采用２００７－２０１７年的周收益率数据，运用ＣｏＶａＲ模型测度银行、证券、保
险及房地产四行业４０家上市公司之间的风险溢出效应，并结合系统性风险指数，得出各机构风险吸收与扩散
能力排名。运用 极 大 平 面 过 滤 图（ＰＭＦＧ）算 法 对 风 险 溢 出 网 络 进 行 化 简，构 建 仅 包 含 关 键 路 径 信 息 的
ΔＣｏＶａＲ有向加权风险溢出网络，并结合网络中节点关联特征指标，为系统重要性金 融 机 构 的 有 效 识 别 提 供
了全新视角。总体来看，各行业依风险传递方向不同而对风险的敏感程度各异，网络中关键节点对系统的 整
体结构影响较强；证券公司内部风险关 联 较 为 紧 密，房 地 产 机 构 承 受 行 业 间 风 险 多 源 自 银 行 业，大 型 国 有 商
业银行对其他行业的风险发散能力较强。
关键词：金融风险网络；尾部风险关联；ＣｏＶａＲ方法；系统性风险
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一、引 言
伴随金融自由化进程的加快、金融创新的快速
发展和金融主体间交易的增多，金融机构间呈现出
日益紧密的网络关联关系，从关联性视角防范系统
性风险在当 前 错 综 复 杂 的 金 融 形 势 下 显 得 至 关 重
要。多方实证研究表明，金融机构巨大的风险损失
会通过关联性渠道迅速向外溢出，这种机构与部门
间的尾 部 关 联 对 系 统 性 风 险 集 聚 埋 下 隐 患。２００８
年，由美国住房抵押贷款公司引发的次贷危机使得
尾部风险关联引致系统性风险的“合成谬误”愈发成
为金融领域关注的焦点。单一机构的稳定并不能保
证金融系统的平稳有序运行，这使得监管当局不仅
要关注单个机构的风险稳定，同时也要对整体的风
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